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Komplemente als direkte Summanden 
Von 
HE~UT ZSSCE~GV.R 
Einleitung. Ein semiperfekter Modul M hat folgende Eigensehaften: 
(I) Zu jedem Paar (A, B) mit A ~ B = M gibt es ein Komplement yon A, das in 
B enthalten ist. 
(II) Zu jedem U : M gibt es ein Komptement F yon U derart, dab Vn  U direkter 
Summand in U ist. 
Moduln mit der Eigensehaft (I) heiBen in [2] supplementiert, solche mit (II) nennen 
wir stark komplementiert. Zwischen beiden besteht folgender Zusammenhang: M is t  
genau dann stark komplementiert, wenn es supplementiert is und wenn in M jedes 
Komplement direkter Summand ist. 
Das Problem, fiber einem gegebenen Ring R alle supplementierten (stark kom- 
plementierten) Moduln zu bestimmen, hat ffir Dedekindringe folgende LSsung: 
(I) Ist Re in  nioht-lokaler oder ein lokaler, vollst~ndiger Dedekindring, so ist jeder 
komplementierte R-Modul bereits upplementiert; ist22 ein niehtvollst~ndiger diskre- 
ter Bewertungsring mit QuotientenkSrper K, so sind die supplementierten 22-Moduhi 
genau die yon der Form 22a • K b x (K/22) c X 1~ mit beschr/inktem B und ganzen 
Zahlen a, b, c >-- 0 mit b _< 1. 
(II) Ist 22 ein nicht-lokaler Dedekindring, so ist ein R-Modul genau dann stark 
komplementiert, wenn er torsionsvoU ist und wenn jede Primgrkomponente stark 
komplementiert ist; ist 22 ein diskreter Bewertungsring, so ist ein 22-Modul genau 
dann stark komplementiert, wenn er yon der Form ist Ra • K b • (K/R)c mit b --< 1, 
oder direkte Summe -con zyklisehen Moduln der Ordnung (pt) und (pt+:) ffir ein 
t >-- 1 ; falls 22 vollst~ndig, kann b beliebig sein. 
Ffir einen beliebigen Ring R scheint demnaeh die Strukturbestimmung der stark 
komplementierten B-lVioduln schwierig zu sein. Man kann aber versuehen, eine 
mSgliehst groBe Klasse yon stark komplementierten 22-Moduln anzugeben, indem 
man die Voraussetzung ,,semiperfekt" absehw~cht: Nennt man einen Modul M ko- 
stetig, wenn es zu jedem Paar (A, B) mit A + B ----- M einen Endomorphismus ~: 
M--> M gibt mit Bi m c A lind Bi(1 -- ~) c B, so zeigt sieh, dab jeder komplemen- 
tierte, ko-stetige Modul bereits stark komplementiert is . Weft die Eigenschaft ,,ko- 
stetig" yon selbst~ndigem Interesse zu sein seheint (der duale Begriff ist gquivalent 
mit ,,projektionsinvariant in der injektiven Hfille", und das ist eine Verallgemeinerung 
der in [11] eingeffihrten l_Ttumi-Stetigkeit), werden im ersten Absehnitt dieser Arbeit 
einige elementare Tatsachen fiber ko-stetige Moduln zusammengestellt. Mit den oben 
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zitierten Ergebnissen lassen sieh sehlieBlieh tiber einem Dedekindring alle komplemen- 
tierten, ko-stetigen Bfoduln bestimmen, und gleichzeitig wird gezeigt, dal3 die Ver- 
allgemeinertmg yon ,,selbstprojektiv" auf ,,ko-stetig" im Rahmen der behandelten 
Probleme die bestmSgliche ist. 
0. Bezeiehnungen und Definitionen. B ist stets ein assoziativer Ring mit Eins, 
und alle Moduln sind unit~re Reehts-/~-Moduln. 
Ma heiBt direkt unzerlegbar, wenn M =~ 0, und aus A <~ B = M folgt A ---- M 
oder B ---- M. 
M heiBt unzerlegbar, wenn M ~= 0, und aus A -~ B = M folgt A-- - -M oder 
B ---- M. R heist lokal, wenn der Modul Bn unzerlegbar ist. 
Ra (M) ist das Jacobson-Radikal yon M, d. h. der Durchsehnitt aller maximalen 
Untermoduln ---- die Summe aller kleinen Untermoduln yon M. 
M heist reduziert (koatomar), wenn jeder radikalvolle Untermodul (Faktormodul) 
Null ist. 
M heist reinzer/allend, wenn jeder reine Untermodul in M bereits direkter Sum- 
mand ist. 
M heiBt koml~lementiert ([5], [13]), wenn zu jedem U c M die Menge 
{T[TcM und T-kU=M} 
ein minimales Element hat. Ein solehes minimales To heiBt dann Kom1~lement yon 
U inM.  
Ein Epimorphismus /: A -+ B heiBt wesentlich, wenn Ke / klein in A ist, d.h. 
aus Ke / -}- T ---- A stets fo l~ T = A. 
M heii3t X-pro]elctiv, wenn fiir jeden Epimorphismus X-+ Q die Abbildung 
Homa (M, X) ---> HomR (M, Q) 
surjektiv ist (siehe [9], [10]). 
M heiBt selbstloro]elctiv ([3]), wenn es M-projektiv ist. 
1. Ko-stetige Modulm Ein Modul M heiBe ko-~tet~g, wenn es zu jedem Paar 
(A, B) yon Untermoduln mit A ~ B = M einen Endomorphismus ~: M -+ M 
gibt mit Bi ~ c A und Bi (1 --  ~) c B. Zu A -}- B = M existiert ein solches ~ often- 
bar genau dann, wenn der kanonisehe Epimorphismus A • B --~ M zerf~llt. Iusbe- 
sondere ist jeder selbstprojektive Modul ko-stetig~ aber aueh jeder unzerlegbare 
Modul. 
Lemma 1.1. ~Viir Ico-stetiges 3I gilt: 
(a) Ist A + B = 31 und A dire]cter Summand in M, so gibt es ein B' c Bmi t  
A•B'=M. 
(b) Ist A + B = M und sind A und B direlcte Summanden i  M, so auch A • B. 
(e) Ist X @ Y = M und g: X -,'- Y mit Big direlcter Summand in Y, so ist Keg 
direlcter Summand in X. 
(d) Ist X O:Y-= M und U cX  mit X /U  bis au/ Isomorphie direkter Summand 
in Y, so ist U direlcter Summand in X.  
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Beweis .  (a): Sei A 9 X = M und Bi(1 --  ~) r A, Bi o~ c B. Dann folgb 
A@~(X)=M mit ~(X) cB .  
(a ~ b) : Nach Voraussetzung gibt es A'  c A und B' r Bmi t  
M=A@B'=A'@B.  
9 Mit dem modularen Gesetz folgt M ---- (A c~ B) (~ (A' -k B') .  (b ~ c): Sei Big @ 
G Y'---- Y- Definiert man dann A ---- X -k Y' und B = {x -k g(x)]x e X}, so ergibt 
sich M ---- A -k B ---- A O B ig  ---- B @ Y und A c~ B -- Ke g, so dab nach Voraus- 
setzung Ke g direkter Summand in M, also auch in X ist. (c ~ d) : Man hat einen 
zeffallenden Monomorphismus h: X/U ---> Y. Mit g = X ---> X /U  a y gilt dann 
Big = Bi h direkter Summand in Y, so dab nach Voraussetzung Keg  = U direk- 
ter Summand in X ist. 
Be isp ie l .  Seien I ,  J Rechtsideale in R mit I .c j c I ,  wobei 7 der Durchschnitt 
aller maximalen Rechtsideale ist, die I umfassen. Definiert man dann im l~Iodul 
M := (R/I) • (B/J) die Untermoduln A = (1,0)R, B ---- (1,1)B und C ---- (0,1)R, 
so folgt wegen I c J sofort M ---- A ~- B = A @ C ---- B @ C und A n B ---= (J/I) • O. 
Aus J r  ! folgt J / I  cRa(B/ I ) ,  also AnB klein in M, so dag 0 ~ A n B kein 
direkter Summand in M is t .  Zus/itzlich sind A und B gegenseitig Komplemente 
inM.  
Lemma 1.2. Ist M = X (~ Y l~o.stetig, so sind X und Y lco-stetig und gegenseitig 
projektiv. 
Beweis .  Um etwa die Ko-stetigkeit yon X zu zeigen, sei A ~- B = X.  Zu A -~ 
(B-~ Y)= M gibt es ei~ ~ e End(M) mit Bi ~ cA  und Bi(1 - -~)c  B + Y. Es 
induziert eine Abbfldung ~: X -> X, f'ur die grit 
B i~=~(X)  cA  and B i (1 - -~)cB i (1 - -~)nXcB.  
Um etwa die X-Projektivit~t yon Y zu zeigen, sei epimorph g: X -~ Q uad welter 
]: Y--> Q. Definiert man dann in M das Faserprodukt 
B- - - -{x - -Y lxeX und yeY  und g(x )=/ (y )} ,  
so folg~ X+ B-~M,  also nach (1.1, a) B iecX  und B i (1 - -a )cB  fiir ein as  
End(M): l~tir die durch ~ induzierte Abbfldung h: Y--->X gilt darm gh----]. 
(Es gilt folgende Umkehrung: Sind in einem Modul M bei jeder direkten Zerlegxmg 
die Summanden gegenseitig projektiv, so ist (1.1, a) erftillt.) 
Folgerung. Ist Y • Y k,o-stetig, so ist Y selbstprojektiv. 
Lemma 1.3. Fiir ko-stetiges M gilt: 
(a) Ist A + B = M und hat A ein Komplement in M, so auch eines unter B. 
(b) Ist A + B -=- M und haben A und B Komlolemente in M, so auch A n B. 
(c) Ist A + B ---- M uncl B vollinvariant in M, so liegt jedes Komplement yon A 
unter B. 
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(d) Sind A und B gegenseitig Komplemente in M, so gilt A @ B ----- M. 
(e) Sind Vz und V2 Komplemente von U in M und ist V1 direkter Summand in M, 
so ist V2 isomorph zu 171 und eben/alls direlcter Summand in M. 
Beweis.  In ([13] Lemma 1.2) wird ffir beliebiges' M gezeigt: Ist V Komplement 
yon A in 21/I und ~ ~ End (M) mit Bi (1 -- :r c A, so ist auch co(V) ein Komlolement 
yon A. Damit ist (a) klar, und bei (b) gibt es A' c A und B' c Bmi t  A' Komplement 
yon B und B' Komplement yon A in M. Es folgt, dab A' + B' Komplement yon 
A (3 B in M is t ,  denn die Summe ist klar, und 
(A' --k B') n (A (5 B) = (B' •A)  -b (A' n B) 
ist klein in A'  -k B'. (c) : Ist  V Komplement yon A in M und Bi e c V, Bi (1 -- ~) c A, 
so folgt ~(B)+ A = M, also ~(B)= V und damit VcB.  (d): (abweiehend yon 
[6] Satz 3): Im Diagramm 
A • B g > MIB • MiA 
11 i S 
M I 
seien alle Pfefle die kanonisehen Abbildungen. Es kommutiert, g ist  wesentlich, und. / 
zerf~llt wegen der Ko-stetigkeit yon M: Aus Ke / c Keg klein in A • B folgt Ke / = 0, 
also A (~ B ----- 0. (e): Sind V1, V2 wie angegeben, so gib t es naeh (1.1, a) ein U 'c  U 
mit VzGU' - - - -M.  Aus (VznU)  q - (U ' -kV2)=M und V ln  U klein in M folgt 
/ # 
U'-t- V2 = M, also wieder nach (1.1, a) U'@V2 = M fiir ein V2c V2. Weil V2 auch 
Komplement yon U' ist, folg~ V~ ~ V2, und aus Vz @ U' -- M ---- V2 @ U' fo l~ 
auch noch Vz---~ Vs. 
Be isp ie l  zu (e): Sei _R ein diskreter Bewertungsring mit Uniformisierender 29, 
M ---- X • Y mit X teilbar, Y ~--- R/(p t) mit t _>-- 1 und e erzeugendes Element yon 
Y. Dann bereehnet man: (1) Die Komplemente yon Ra(M) in M sind genau die 
Untermoduln der 1%rm (x, e) _R mit x e X. (2) V = (x, e) R ist genau dann direkter 
Summand in M, wenn xlo t ---= 0 ist (d.h. wenn V rein ~n Mist ) ,  und das ist/~qui- 
valent damit, dab V Basis-Untermodul in M ist. (3) Gibt es in X eine Folge xz, x2,... 
mit (Io t) 3. fl.Jm(xl) ~. Ann(x2) ~. ... (z.B. wenn X ~__~-, K/R), so sind die Komplemente 
V~ :~- (x~, e)/~ paarweise nicht isomorph, und keines yon ihnen ist direkter Sum- 
mand in M. 
Satz 1.4. Fiir Ico-stetiges M sind 5quivalent: 
(i) Ist A --k B ---- M und hat A n B ein Kom291ement i  M, so auch A und B. 
(ii) Ist A --k B = M und hat A c~ B ein Kom291ement i  M, 8o gibt es A' c A und 
B 'cB  mit A '@B'=M.  
2Falls zusdtzlich Ra (M) klein in M, so ist das weiter dquivalent mit (.~ = M/Ra (M)): 
(iii) Ist U c M und ~] direl~ter Summand in ~,  so hat U ein Kom291ement i  M. 
(iv) Jeder direlcte Summand yon .l~ ist Bild eines direlcten Summanden i M. 
(v) Jede direlcte Zerlegung yon 2~ ist yon M induziert. 
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Beweis .  (i) ~ (ii): Ist  A und B wie angegeben, so hat naeh Voraussetzung A 
ein Komplement in M, so dab es nach (1.3, a) 9 B '  c B gibt mit A ~- B'  ----- M 
und A n B' klein in B'. :Nach dem gleiehen SehluB hat  nun B' ein Komplement 
A 'cA ,  mid mit (1.3, d) folgt A' 0 B' ~ M. (ii) ~ (i): Ist  A + B : M mid V 
Komplement yon A (h B in M, so folgt aus A ~- (B n V) : M nach Voraussetzung 
die Existenz yon A '  c A und B'  c B n V mit A' 0 B' ~ M. Klar ist c]ann B '  9 
Komplement yon A in M. Ebenso erh~lt man ein Komplement fOr B. 
(ii) ~ (v) : Ist  ~i G 8 ---- 2Er mit N = Ra (M) c A, B c M, so gibt es nach Vor- 
aussetzung A' c A und B'  c Bmi t  A '  O B'----- M, mid daraus folgt ~i' = ~ und 
8 ' :  8 .  (v) ~ (iv): klar. (iv) ~ (iii): Zu 147 G [7 ---- ~r gibt es nach Voraussetzung 
einen direkten Summanden V in M mit I 7 ---- 1~. Es folgt, daB Ve in  Komplement 
yon U in M is t .  (iii) ~ (i): Ist  A ~- B = M und V Komplement yon A r~ B in M, 
so folgt mit B1 :=  B n V, dab A + B1 = M und A n B1 c N. Well M ko-stetig 
mid N voll invariant in M ist, erh~tt man daraus (A + N) n (B1 ~- N) ---- N, also 
O 81 = ~r, so daB naeh Voraussetzung A 9 Komplement in M hat. Ebenso 
mit B. 
Folgerung (siehe [5] Satz 3, [2] Theorem 3.7). Ein ko-stetiger Modul M mit kleinem 
Radikal ist genau dann komplementiert, wenn ~ = M/Ra(M) halbein]ach ist und 
jeder direkte Summand yon ~ Bild eines direkten Summanden yon M ist. 
Bemerkung.  In  einem Modul mit der Eigensehaft (ii) ist jedes Komplement 
direkter Summand. 
Lemma 1.5. (a) Ist pro]ektionsinvariant X c M und M ko-stetig und komplemen- 
tiert, so ist auch MIX  ko.stetig. 
(b) Ist klein X c M und MIX  ko-stetig und M selbstpro]ektiv, so ist X 2~ro]ektions- 
invariant in M. 
Beweis .  Ein Untermodu] X yon M heiBt projektionsinvariant in M, wenn for 
jedes idempotente s 9 End (M) gilt: s (X) c X. (a) : Sei X c M wie angegeben, 
_~:M/X  mid XcA,  BcM mit A+B- - - -M.  
Naeh (1.3, a, d) gibt es 9 s ~ = e 9 End(M)  mit Bi e c A, Bi(1 - -  s) c B, und fOr 
die induzierte Abbildung ~: _~r--> 2~r gilt dann B i~c~i ,  B i (1 - -~)  c8 .  (b): Sei 
XcM wie angegeben und s  9  mit e 2 = e. Zu Ke(1 --  e) -{- Kes  = 
gibt es ein ~ 9 End(~r) mit Bi ~ im ersten und B i (1 -  ~) im zweiten Summanden. 
Liftet man ~ zu /5 9 End(M)  mit vx/5 = ~vz,  so folgt/5(X) c X und 
Bi(1 --  s) f lc  (1 - -  e)(Z), Bis(1 - - f l ) cs (X) .  
Fiir den ,,Differenzkern" D : :  {m  9  - -  fl!(m)  9  zeigt man dann D -F X -~ M, 
also D = M, und damit s (X)c  X. 
Bemerkung.  Hat  Y eine projektive ttiille ~: P--->Y, so 1/iBt sich (1.2 Folg.) 
auch so zeigen: Aus der Ko-stetigkeit yon y2 folgt nach (b), dab Ke (~2) projek- 
tionsinvariant in p2 ist, also I(e ~ vollinvariant in P,  so dab Y naeh Jans-Wu 
([3] Proposition 2.1) selbstprojektiv ist. 
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Zusatz .  Nennt man einen Modul M 8tetig, wenn fiir alle A, B c M mit A n B = 0 
ein geEnd(M)  existiert mit A cKea  und BcKe(1  - -a ) ,  so l&Bt sieh (1.1) bis 
(1.5) vollst~ndig dualisieren. Dazu miissen in (1.3) bis (1.5) nur die Additions- 
komplemente dureh sogenannte Durchschnittskomplemente ersetzt werden, d.h. 
maximale Elemente yon {TIT c M und U n T = 0}. Weil nun auf Grand der 
Grothendieck-Bedingung i  einem Modul stets Durchschnittskomplemente xistieren, 
werden dabei einige Aussagen vereinfacht (oder leer). Aus (1.5) ~ folgt: M is t  genau 
dann stetig, wenn es projektionsinvariant i  seiner injektiven Hiille ist. 
2. Supplementierte NIoduln. In einem komplementierten, ko-stetigen NIodul M hat 
jeder Untermodul A naeh (1.3, a) folgende Eigenschaft: Ist  B c M mit A q- B = M, 
so gibt es ein Komplement yon A in M, das in B enthalten ist. Wir sagen: A hat 
geniigend vide Komlolemente in M. 
Definition [2]. Ein Modul M heil~t supplementiert, wenn jeder Untemodu l  yon M 
geniigend viele Komplemente in M hat. 
Satz 2.1. A) Fi~r M sind ~quival~n$: 
(i) _~/ist ~up~lementiert. 
(ii) Jedes U r Mis$ yon der Form U = U1 ~ U2 mit Ux komplementiert und U2 
klein in M. 
(iii) Zu ]edem U c _M gibt es ein I~omplementiertes X c U mit U/X klein in M/X. 
B) Ein endlich erzeugter Modul Mist  genau dann supplementiert, wenn ]eder maxi- 
male Untermodul geni~gend viele Komlglemente in M hal. 
Beweis .  (A) (i) ~ (ii): Ist  M supplementiert und U cM,  so sei Ve in  Komple- 
ment yon U in M nnd U~ ein Komplement yon F in M, das in U enthalten ist. 
Es fol~o~ U1 + (V n U) = U, und weil U2 :=  V n U klein in Mist ,  bleibt nur noeh 
zu zeigen, dal3 U1 komplementiert is : Zu A c U1 sei W ein Komplement yon A q- V 
in M, das in U1 enthalten ist. Dann ist W auch Komplement yon A in U1, denn 
klar ist W n A klein in W, und aus der Minimalit~t yon U1 folgt aueh noch W q- 
q- A = U1. (ii) ~ (iii) : Ist  U = X -t- U2 mit Us klein in M, so folgt sofort U/X 
klein in M/X. (iii) ~ (i): Zu A q- B -- M gibt es naeh Voraussetzung ein komple- 
mentiertes X c B mit B/X klein in M/X. Es folgt A q- X ----- M, und ist nun B" 
ein Komplement yon A n X in X, so folgt aus dem wesentlichen Epimorphismus 
B'--+ X/A n X ~. M/A, dab B' ein Komplement yon A in M is t  (und klar in B 
enthalten). 
(B) Fiir beliebiges M grit: Ist  A q- B = M und hat sowohl A als aueh B ge- 
niigend viele Komplemente in M, so auch A n B: Aus (A n B) q- C = M folgt 
n~mlieh A q- (B (~ C) = M = 2~ q- (A ~ C), so dab man nach Voraussetzung ein 
Komplement B' c JB n C yon A und ein Komplement A' c A n C yon B in M 
hat; wie in (1.3, b) folgt dann, dab A'q -B 'cC  ein Komplement yon A n B in 
M is t .  - -  Sei nun M endlich erzeug~ und jeder maximale Untermodul besitze ge- 
niigend viele Komplemente in M: Nach ([13] Satz 1.4, B) ist M komplementiert, 
also MIRa(M) halbeinfaeh, so dab fiir jedes A c M der Faktormodul M/{Ra (M) + A) 
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halbeinfaeh und endlich erzeu~ ist, also Ra(M)q-A  Durchschnitt yon  endlich 
vielen maximalen Untermoduln yon M. Nach der Vorbemerkung hat nun Ra (M) q- A 
genfigend viele Komplemente in M, also auch A. 
Folgerung. Ist in M jeder Untermodul komplementiert, so ist M supplementiert. 
~ber einem nicht-lokalen Dedekindring ist ]eder komplementierte Modul bereits supple- 
mentiert ([13] Ergebnis 3.1). 
Bemerkung.  Ist M supplementiert, so nach ([13] Lemma 1.2) aueh jeder Faktor- 
modul, spezieller jeder direkte Summand. FiJr beliebige Untermoduln gilt das nicht: 
Sei S ein kommutativer lokaler Ring mit einem nieht-komplementierten S-Modul H. 
Dann ist die fibliche Ringerweiterung R ---- S • H mit (s, h). (s', h') = (ss', hs' -~ h's) 
wieder ein kommutativer lokaler Ring (also /~  supplementiert), aber das Ideal 
I = 0 • H nicht komplementiert wegen .~a(IR)~ s
Theorem 2.2. Sei R ein dislcreter Bewertungsring mit QuotientenkSr~oer _K: 
(a) Ein .R-Modul M is t  genau dann supplementiert, wenn ]eder Untermodul yon M 
komplementiert is . 
(b) Der komplementierte R-Modul R a • K b • (K/R) c • B (mit B beschr~nkt und 
a, b, c ~ O) ist genau dann sup~lementiert, wenn es Kb ist. 
(c) FiJr R sind ~iquivalent: 
(i) Jeder komplementierte R-Modul ist supplementiert. 
(ii) K z ist supplementiert. 
(iii) R ist vollst~indig. 
Beweis.  (a) Nach (2.1, A) ist zu zeigen, dab in einem supplementierten _R-Modul 
jeder kleine Untermodul komplementiert ist. Nun sind aber fiber einem diskreten 
Bewerttmgsring in jedem Modul die kleinen Untermoduln koatomar, also nach 
([13] Lemma 2.1) komplementiert. 
(b) Nach ([13] Theorem 2.4) ist jeder komplementierte R-Modul yon der ange- 
gebenen Gestalt. Aul~erdem erh~lt man mit (a) und ([13] Lemma 2.2, Lemma 2.5): 
Supplementiert M ~ supplementiert T (M) und M/T  (M) .:~ supplementiert /)(M) 
mad MID (M). Damit folgt die Behauptung. 
(e) Naeh ([13] Folgerung 2.6) ist R genau darm vollst~ndig, wena die Klasse der 
komplementierten R-Moduln gegenfiber Untermoduln abgesehlossen ist. Damit ist 
klar (i) ~ (iii), und weft (i) ~ (ii) trivial ist, bleibt (ii) ~ (iii): Ist /~ nieht voll- 
st~ndig, so konstruiert Kaplansky in ([4] Theorem 19) einen Untermodul B c K ~ 
derart, dal3 B direkt unzerlegbar ist und vom Rang 2: Ist nun A ein Komplement 
yon B in K 2, so hat A selbst keia Komplement unter B, derm B ist reduziert und 
nicht-klein in KL Damit ist  K 2 nicht supplementiert. (Es erffillt nicht einmal (1.1, a), 
denn A ist, weft teilbar, direkter Summand.) 
3. Komplemente als direkte Summanden. Ist M komplementiert mad ko-stetig, 
mad Ve in  Komplement yon U in M, so gibt es naeh (1.3, a, d) ein U' c U mit 
V O U' = M, also (V n U) 0 U' -~ U. Weft also V n U zus~tzlieh direkter Sum- 
mand in U ist, heil3t V starkes Komlglement yon U in M. 
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Definition. Ein Modul M heiBt stark komplementiert, wenn jeder Untermodul yon 
M ein starkes Komplement in M hat. 
Satz 3.1. -Fi~r M sind ~iguivalent: 
(i) Mist  stark komplementiert. 
(ii) Jedes U c M is t  yon der .Form U -~ U1 -Jr U2 mit U1 direkter Summand in M 
und U2 klein in M. 
(iii) Zu ]edem U c M gibt es ein X c U mit X direkter Summand in M und U/X 
klein in M/X.  
(iv) Mist  supplementiert und ]edes Komlalement ist direkter Summand. 
(v) M er]i~llt die beiden ]olgenden Bedingungen: 
(*) Jeder nicht-kleine Untermodul um/a[3t einen yon Null verschiedenen direkten 
Summanden. 
(**) Jeder Untermodul um/aflt einen maximalen direkten Summanden. 
Beweis.  (i) ~ (ii): Sei V starkes Komplement yon U in M, U1 9 (V(~ U) ---- U. 
Dann folgt U1 O V ---- M, und klar ist U2 :---- V (~ U klein in M. (ii) ~ (iii) : Wie 
in (2.1, ii ~ iii). (fii) ~ (iv) : M is t  komplementiert, denn zu U c M sei X wie an- 
gegeben: Aus Y O X ~- M fol~ wesentlieh Y -=> M/X  ~ M~ U, also ist Y Kom- 
plement yon U in M. War U selbst schon Komplement, so gilt weiter U = X, also 
U direkter Summand. Schliel31ich ist M nach (2.1, A) supplementiert, denn das zu 
U angegebene X ist komplementiert. (iv) ~ (v): Sei fiir (*) nicht-klein U c M, 
Ve in  Komplement yon U in M und X c U ein Komplement yon V in M. Dann 
ist 0 =~ X direkter Summand in M. Sei ftir (**) U c M und V, X wie eben. Dann 
ist X maximaler direkter Summand unter U, denn aus X c T c U mit T direkter 
Summand in M fol~, dal3 V und T gegenseitig Komplemente in M sind, also X---- T. 
(v) ~ (i): Sei U c M und X maximaler direkter Summand unter U, Y 9 X ---- M. 
Dann ist Y bereits tarkes Komplement yon U in M, denn wegen (Y n U) O X ---- U 
ist nur noch zu zeigen, dab YA U klein in Mist ,  d.h. aber mit (*), keinen direkten 
Summanden umfal~t: Aus T c Y n U mit T (~ S : M folgt nach dem modularen 
Gesetz (T ~ X) O (S n Y) ---- M, also wegen der Maximalit&t T ~- X ~ X und 
damit TcYnX=O.  
Folgerung. ~ber einem Dedekindring ilt/iir jeden teilbaren Modul M: Stark kom- 
Tlementiert ist iiquivalent mit suloplementiert (iv). 
B emerkung zu (**). Diese Bedingung ist insbesondere in folgenden beiden F~llen 
erftillt: (a) M hat die 1VIaximal (-~ Minimal)-Bedingung fiir direkte Summanden. 
(b) M is t  reinzerfallend (die Menge der direkten Summanden unter U c M hat dann 
nach Zorn ein maximales Element). - -  Umgekehrt folgt bei endlich erzeugtem M 
aus (**) bereits die Maximalbedingung fiir direkte Summanden. 
Bemerkung zu (*). Ftir Mn : -RR bedeutet diese Bedingung, dal3 jedes nieht- 
kleine Rechtsideal ein Idempotent enthi~lt, und das gilt dann aueh fiir RR. Bekannt- 
lich heiBt ein Ring zornsch, wenn jedes Reehtsideal, das nicht nil ist, ein Idempotent 
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enth/~lt (siehe etwa [1] w 6, Ex. 13), undes  gilt: R ist genau darm zornsch, wenn es 
(*) erfiillt und das Radikal  nil ist. 
Definition. Ein Modul M heiBt semizornsch, wenn er (*) erfiillt, d.h. jeder nicht- 
kleine Untermodul  einen yon Null versehiedenen direkten Summanden umfal3t. 
Lemma 3.2. Fiir einen Ring R gilt: 
(a) R ist genau dann semizornsch, wenn e8 zu ]edem x e.R mit x ~Ra(R)  ein 
0 =4= y ~ R gibt mit y -= yxy .  
(b) Mit  R sind auch die Ringe ere  und Mn(R)  semizornsch (e 2 = e e R). 
(e) Mit  R ist auch R = R /Ra  (R) semizornsch, und ]alls sich Idempotente modulo 
dem Radikal li/ten lassen, gilt auch die Umkehrung. 
Beweis .  (a) ist trivial, und damit  i/il]t sich dann aueh (b) zeigen, denn Ra (eRe) = 
= e-Ra(R) -e ,  Ra(Mn(R) )  = Mn(Ra(R) )  = n-reihige quadratisehe Matrizen mit  
Werten aus dem Radikal  yon R. Seien ftir (e) in der nicht-trivialen Riehtung 
semizornsch und Idempotente l iftbar: Zu R~x eRa(R)  gibt es dann ein y eR  
mit 0 ~= ~ = ffiff, also e - -  xy  e Ra(R)  f'dr ein 0 ~= e = e 2. Aus (1 --  (e - -  xy) )u  = 1 
folgt dann exyu = e, also 0 =# y" = y" xy '  mit  y' = yue. 
Fo]gerung. Jeder F-semiperfekte Ring ist semizornsch, jeder rechts-halbartinsche Ring 
ist zornsch. (Definitionen und Eigensehaften siehe [8] bzw. [7]; beide Male l~l~t sich 
(e) anwenden.) 
Proposition 3.3. Sei M selbstlyrojektiv und S = End (M). Dann gelten ]olgende ~gui- 
valenzen: 
(a) S ist genau dana semizornsch, wenn M semizornsch ist. 
(b) S ist genau dann lokal, wenn M unzerlegbar ist. 
(c) S ist genau dann semiperfekt, wenn M komplementiert ist und der Maximal- 
bedingung ]iir direkte Summanden geniigt. 
Falls M zusditzlich ein kleines Radikal hat, gilt noch 
(e') S ist genau dana semiperfekt, wenn M komlglementiert und endlich erzeugt ist. 
Beweis .  Fiir projektives M sind (b) ([12] Theorem 4.2) und (e') ([6] Theorem 6.1, 
[12] Proposit ion 5.1) bekannt.  Die wesentliche Aquivalenz ist (a). 
(a) Ist  S semizornseh mad nieht-klein U c M, so gibt es wegen ko-stetig ein ~ e S 
mit  Bi ~ c U, Bi(1 - -  ~) .c M. Es folgt ~ ~ Ra(S),  also 0 ~= s e ~S f'ur ein Idem- 
potent s, so dab Bi s ein yon Null verschiedener direkter Summand unter U ist. 
Is t  umgekehrt  M semizornsch und ~ ~ Ra(S)I  so ist Bi ~ nicht klein in M (siehe [6] 
Added in proof), also 0 ~= Bi s c Bi ~ f'dr ein Idempotent  s. Wegen selbstprojektiv 
folgt s = ~fl ffir ein fl e S, also 0 ~= e e ~S. 
(b) M is t  genau dann unzerlegbar, wenn es direkt unzerlegbar und semizornseh 
ist; beides i iber t r /~  sieh naeh (a) auf S, und ein Ring ist genau dana tokal, wenn 
er semizornseh ist mad 0 ~= 1 die einzigen Idempotente sind. 
(e) Nach (3.1, i ~ v) ist S genau dann semiperfekt, wenn es semizornseh ist und 
keine unendliehe Menge orthogonaler Idempoteate  hat  (mit Bemerkung **), d.h. 
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wenn M semizornsch ist und die Maximalbedingung ffir direkte Summanden (NIDS) 
hat. Wieder mit (3.1) kann man ,,semizornsch" durch ,,komplementiert" ersetzen. 
:Fiir (c') gilt allgemein, dab ein komplementierter, ndlich erzeu~o~er Modul die (MDS) 
hat, denn der Radikalfaktormodul ist l~ngenendlich. Ist umgekehrt M W= 0 stark 
komplementiert mit (MDS) und Ra (M) klein in M, so gibt es direkt unzerlegbare 
Untermoduln Ml, 1 _< i _< n, mit M ----- (~ M~. Jedes dieser M~ ist sogar unzerleg- 
i= l  
bar (weft semizornseh), also wegen des kleinen Radikals zykliseh, und damit ist M 
endlich erzeugt. 
Folgerung. Ist M semizornsch und selbstpro]ektiv, so auch M n/iir allen ~ 1. (Mit 
3.2, b und der Tatsache, dab M n wieder selbstprojektiv st.) 
1st M selbstin]ektiv und selbstpro]ektiv, soist es semizornsch. (Naeh [8] ist der Endo- 
morphismenring eines selbstinjektiven Moduls F-semiperfekt.) 
4. Stark komplementierte Moduln fiber Dedekindringen. Uber einem Dedekind- 
ring ]assen sieh die Jkquivalenzen yon (3.1) reduzieren: 
Satz 4.1. Sei 1~ dedekindsch. Dann sind ]i~r ME gquivalent: 
(i) Mist  stark komlolementiert. 
(ii) Mist  supplementiert und ]edes zyklische Komplement ist rein in M. 
(iii) Mist  semizornsch. 
Falls R nicht lolcal, ist das weiter ~iquivalent mit 
(iv) Mist  torsionsvoU und jede Prim~irlcoml~onente is  stark Ir 
Beweis. (i) ~ (ii): ist klar nach (3.1). (ii) ~ (iii): Sei nicht-klein U cM.  Ist 
D(U) =~ 0, so ist man fertig, so dal3 also o.B.d.A, jetzt U reduziert sei. Sei Vein 
Komplement yon U in M und X c U ein Komplement yon V in M. Dann ist 0 4= X 
nieht radikalvoll, so da{~ wegen Ra (X) = X n Ra (M) folgt U r  (M). 0. B. d. A. 
kann man also sogar U zykliseh annehmen. W~hlt man V und X wie eben, so ist 
jetzt M/V zykliseh, also aueh die wesentliehe l~berdeekung X. Nach Voraussetzung 
ist X rein in M und damit direkter Summand nach ([13] Ergebnis 3.1). 
(iii) =~ (i): Weft fiber R nach dem eben zitierten Ergebnis jeder komplementierte 
Modul reinzeffallend ist, also die Bedingung (**) erfiillt, geniigt es nach (3.1) zu 
zeigen, da~ jedes semizornsehe M komplementiert ist: In M = D(M)0  M' ist 
D(M) wieder semizornseh und aul~erdem reinzeffallend, also naeh (3.1) komple- 
mentiert, so da$ o.B.d.A, jetzt M semizornseh und reduziert sei. Klar fol~ daraus 
Ra (M) klein in M: Ist R lokal, also K6rper oder diskreter Bewertungsring, so folgt 
aus ([13] Lemma 2.1), dal~ M koatomar, also komplementiert is ; ist R nicht lokal, 
so folgt T(M) ~J Ra(M) = M, denn die Annahme M ~ m ~ T(M), Ra(M) ffihrt zu 
R __~ mR direkter Summand in M, also B semizornseh, Widerspruch. Man hat also 
M torsionsvoll, jede Prim~rkomponente hat wieder ein kleines Radikal, ist also 
komplementiert, und damit aueh M ([13] Lemma 2.1, Theorem 3.1). 
(i) ~ (iv) : Ist R nieht lokal, so ist jeder stark komplementierte Modul nach ([13] 
Theorem 3.1) torsionsvoll, und die Prim~rkomponenten sind, als direkte Summanden, 
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wieder stark komplementiert. Ist umgekehrt M torsionsvoll und jede Prim~rkompo- 
nente M~, i ~ I, stark komplementiert, so folgt aus der Eigensehaft X ---- 9 (X n Mi) 
f i r  alle X c M, dab auch M stark komplementiert ist. ~r  
Durch (iv) wird die Strukturbestimmung auf diskrete Bewertungsringe zuriick- 
gefiihrt, und die technisehen Hilfsmittel iefert der folgende Hilfssatz, der im Hin- 
blick auf (ii) die zyklischen, nicht-kleinen Untermoduln untersucht: 
Hilfssatz 4.2. ~ber einem diskreten Bewertungsring R mit Uni]ormisierender 19 gilt: 
1. Ist t ~ 1 und (Mi I i e 1) eine Familie yon unzerlegbaren R-Moduln mit Mfp  t-i  =4= 0
]iir alle i e I, so gilt in M ---- J_~ M~ /iir ]eden zyklischen, nicht-kleinen Untermodul U: 
i e I  
Up s = U ~ M p s ]-fir alle l ~ s ~ t . 
2. Ist t ~ 1 und sind 0 ~= A, B R-Moduln mit Ap  t+i =~ 0, Bp t ---- O, so gibt es in 
M ---- A • B einen zyldischen, nicht-kleinen Untermodul U mit: 
Up  t+i =4= U t~ Mp t+i . 
Beweis.  1. Sei U = uR nieht klein in M, also u I ~ Ra(Mj) ftir ein ] e I, u ---- (u~). 
Es folgt, dab Mj zyklisch ist und yon u 1 erzeugt wird. Hat man nun x e U n Mlo s, 
also x ~- u k ---- m19 s, so folgt aus der j-Komponente, dab 2 durch 19s geteilt wird, 
also x e Up s. 2. Sind A und B wie angegeben, so wihle man a e Ap  mit ap t =4= 0 
und b e B mit b ~ Bp,  und darm leistet U ---- (a, b)R das Gewiinsehte. 
Folgerung 1. Ist M ~_~ R(I) • D mit D teilbar, oder M direkte Summe yon zyIdischen 
Moduln der Ordnung (pt) und (pt+i), so ist in M ]eder zylclische, nicht-lcleine Unter- 
modnl rein. 
Folgerung 2. Ist A nicht beschrdnlct und B =4= 0 besehrSnlct, oder gibt es natiirliehe 
Zahlen n, t mit n ~ t ~ 2 und A ._~ R/(19 n) und B _~ B/(pt), so gibt es ]eweils in 
M = A • B einen zyklischen, nicht-kleinen Untermodul, der nicht rein in M is t .  
Theorem 4.3. ~]ber einem diskreten Bewertungsring R (mitUni]ormisierender p und 
QuotientenkSrper K ) ist ein Modul .MR genau dann static Ir wenn er yon 
einem der beiden /olgenden Ty19en ist: 
(I) Mist  direIcte Summe yon zyklisehen Moduln der Ordnung (2 t) und (pt+i), 
(II) Mist  isomor19h zu _Ra • K b • (K/B)c ]~r ganze a, b, c ~ O, b "< 1. 
Falls R vollstSndig ist, kann b in (II) beliebig sein. 
Beweis.  IV[it (4.1, ii): Ist MR stark komplementiert, so hat man naeh ([13] Theo- 
rem 2.4) M ~ R a • K b • (K/R)c • Bmi t  beschr~nktem B. Ist B ~= 0, so muB 
nach l~olgerung 2 der Rest Null sein, und B selbst yon der in (I) angegebenen Ge- 
stalt (ist zykliseh und nicht-klein U c AT, so folgt Ra(U) ---- U n Ra(N), also ist, 
falls 2r komplementiert, U selbst Komplement in AT). Ist B = 0, so muB bei un- 
vollstindigem R noch b ~ 1 sein (2.2). 
Umgekehrt hat ein Modul yon jedem der beiden Typen nach Folgerung 1 die 
Eigenschaft, dab jedes zyklische Komplement rein ist. (I), oder (II) init b ~ 1 sind 
stets supplementiert, bei vollstindigem R aber (II) sogar fiir alle b nach (2.2). 
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Bemerkung.  ~ber einem diskreten Bewertungsring /~ wird yon Kaplansky in 
([4] Exercises 78, 79) ein Untermodul U r M regulSr genannt, werm ftir alle n,/c __> 1 
gilt: U2nnM~n+~= (U~Mpk)19 n. Bekanntlieh eil~t U neat in M, wean gilt 
Ulo---- U n Mi o. Man zeigt leicht: rein ist ~quivalent mit neat und regular. AuBer- 
dem erh~lt man: In M is t  genau dann jeder Untermodul regular, wenn jeder neat- 
Untermodul bereits rein ist, und das ist ~quivalent damit, dal~ T(M) teilbar ist 
oder M direkte Summe yon zyklisehen Moduln der Ordnung (pt) und (pt+l) ist. Aus 
der Darstellung in (4.3) erhMt man daher als 
Folgerung. Ober einem diskreten Bewertungsring 1r ist ein Modul MR genau dann 
stark komialementiert, wenn er supplementiert is und wenn ]eder Untermodul regulSr ist. 
5. Komplementierte, ko-stetige 1)Iodttln. Entsprechend der Versch~rfung yon ,,kom- 
plementiert" auf ,,supplementiert" in Abschnitt 2 sagen wir: Ein Untermodul A c M 
hat geni~gend viele starke Komplemente in M, wenn es zu jedem B c M mit 
A ~ B = M ein starkes Komplement yon A in M gibt, das in B enthalten ist. 
Definition. Ein Modul M heii3t stark supplementiert, wenn jeder Untermodul yon 
M genfigend viele starke Komplemente in M hat. 
Satz 5.1. Fiir M sind iiquivalent: 
(i) Mist  stark supplementiert. 
(ii) Mist  stark komplementiert und er/i~llt die Eigenscha/t von (1.1, b). 
(iii) M ist supplementiert und der Durchschnitt gegenseitiger Komlglemente ist Null. 
(iv) Mist  komplementiert und ko-stetig. 
Beweis.  (i) ~ (ii): Klar ist M stark komplementiert, und zu A ~- B ---- M, mit 
A, B beide direkte Summanden in M, sei nach Voraussetzung B 'c  B ein staxkes 
Komplement yon A in M. Es folgt, dal~ A (~ B' klein und direkter Summand in A 
ist, also AraB '= O, und damit (A (~ B)OB'- - - -B.  Mit B ist daher auch Arab  
direkter Summand in M. -- ii, hnlieh einfache Schlfisse liefern, mit den frfiheren 
Ergebnissen, sofort (ii ~ iii ~ iv ~ i). 
Folgerung. ~]ber einem diskreten Bewertungsring R ist ein torsions/reier Modul MR 
genau dann stark supplementiert, wenn er supplementiert is (iii). 
R ist genau dann vollstSndig, wenn der QuotientenkSrper KR selbstpro]ektiv ist 
(2.2, e und 1.2). 
Wie in (4.1, iv) zeigt man, dab fiber einem nicht-lokalen Dedekindring ein Modul 
genau dann stark supplementiert ist, wenn er torsionsvoll ist und jede Prim~r- 
komponente diese Eigensehaft hat. Es bleibt also der diskrete Fall: 
Theorem 5.2. ~ber einem diskreten ,Bewertungsring R (mit Uni/ormisierender 19und 
Quotientenk6rTer K) ist ein Modul MR genau dann stark supplementiert, wenn er yon 
einem der vier folgenden Typen ist: 
(I) M ~--- (R/(pt))(J) /i~r ein t ~ 1 und eine Indexmenge J,
(II) M ~ .R a x (K/R) /iir ein a >= O, 
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(III) M ~ R a • K /~r ein a ~ O, 
(IV) M _~ R a /i~r ein a ~ O. 
Falls R vollstdndig ist, so steht in ( I I I )  allgemeiner Ra • Kb mit b ~ 1. 
Beweis .  Ist  M stark supplementiert, so hat man eine Zerleg~ng wie in (4.3). 
Nach (1.2) sind folgende Moduln nicht ko-stetig: R/(p n) • R/(p m) ffir n ~ m, K • 
• (K/R), (K/R) s (denn K/R  ist nicht selbstprojektiv), und bei unvollsti~ndigem /~
auch noch K s. Damit  folgt, dal3 M eine der vier angegebenen Formen haben mu$. 
Umgekehrt  sind (I) und (IV) komplementiert und ko-stetig, und (I I I )  supple- 
mentiert undtorsionsfrei. Weft (II) stark komplementiert ist, bleibt nur noch (1.1, b) 
zu zeigen: Es ist yon der Form M -~ M1 G Ms mit M1 endlich erzeugt und frei, 
Ms unzerlegbar und teilbar, und fiir jeden direkten Summanden U von M zeigt 
man: Is t  U reduziert, so ist es bereits endlich erzeugt und frei, ist U nicht reduziert, 
so umfal~t es M2. Hat  man nun A -]- B ---- M mit A, B direkte Summanden, so 
fo l~,  dai3 nicht beide reduziert sein kSnnen, also etwa M/A reduziert und daher 
frei ist. Aus B/A n B frei folgt aber A (~ B direkter Summand in B, also auch in M. 
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